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Exercicio 9 UFPR
Alguns bidlogos fizeram estudos de laboratério sobre o comportamento de animais quando
submetidos a um estimulo, o quais poderiam ou ndo apresentar resposta (sensiveis).
Considera-se que na populacdo destes animais, 10% sejam sensiveis ao estimulo.

> ObiélogoA possuia um grupo em que 10 animais eram sensiveis e 20 eram
insensiveis. Ele selecionou ao acaso 8 animais para teste. Qual a probabilidade
encontrar ao menos 2 animais sensiveis?

> ObiélogoB submeteu 10 animais ao estimulo e registrou quantos eram sensiveis.
Qual a probabilidade de encontrar mais que 3 animais sensiveis?

» O bidlogo C dispunha de um grande nimero de animais e foi testando um a um até
encontrar um sensivel ao estimulo. Qual a probabilidade de precisar testar mais que 3
animais?

» O biologo D dispunha de um grande nimero de animais e foi testando um a um até
encontrar o terceiro sensivel ao estimulo. Qual a probabilidade de precisar testar no
maximo 6 animais?

» Obiologo £ fez testes diarios e encontrou uma média de 2,8 animais sensiveis a
cada dia. Qual a probabilidade de encontrar menos que dois sensiveis em um dia?



Exercicio 8

Distribuicoes discretas mais usuais:
» Hipergeométrica

Bernoulli e Binomial

v

Geomeétrica

v

v

Binomial negativa (Pascal)

Poisson

X
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Biologo A: Distribuicao Hipergeomeétrica UFPR
O biologo A possuia um grupo em que 10 animais eram sensiveis e 20 eram
insensiveis. Ele selecionou ao acaso 8 animais para teste.

Qual a probabilidade do bidlogo A encontrar ao menos 2 animais sensiveis?

Y : nimero de sensiveis entre oito testados.
Y ~ HG(m, n, k)
y € (07 _—2¢
(L. (N )
(mz-n) (380)

PlY >2]=1—=PlY =01—PlY =1]=1— (o)) _ (3)(s51) — 0.8460
il (%) (5) |

RECS U=

Codigo R:
1 - phyper(1, m=10, n=20, k=8)
## [1] 0.8460308



Biologo B: Distribuicao Binomial UFPR

O biclogo B submeteu 10 animais ao estimulo e registrou quantos eram

sensiveis..
Qual a probabilidade de encontrar mais que 3 animais sensiveis?

Y : nimero de sensiveis entre 10 testados.
Y ~ B(n, p)
y € {072 10}
Pl = ¢ = (y) P — p)iY = (LO) (0.1)/(0.9)°
P TLIEE — PB< 3Er — Bl — 0= Al = 1] — BjY = 2]— P[Y —ga— 0.0128
Codigo R:

1 - pbinom(3, size=10, prob=0.1)
## [1] 0.0127952



Biologo C: Distribuicao Geométrica UFPR

0 bidlogo C dispunha de um grande numero de animais e foi testando um a
um até encontrar um sensivel ao estimulo.
Qual a probabilidade de precisar testar mais que 3 animais?

Y : nUmero de nao sensiveis testados até encontrar o primeiro sensivel.
Y~ Gp)
y-<{0,77798 .}
Ple=nle=1s p°p
PV 3= 1= Ply"= O P[Ye= 1] — ElY < 2] =0.7250
Codigo R:

1 - pgeom(2, prob=0.1)
## [1] 0.729



Biologo D: Distribuicao binomial negativa UFPR

O bidlogo D dispunha de um grande niumero de animais e foi testando um
a um até encontrar o terceiro sensivel ao estimulo.
Qual a probabilidade de precisar testar no maximo 6 animais?

Y : nUmero de nao sensiveis encontrados até encontrar o terceiro sensivel.

Y ~ BNk, p)
y € {07 houll
Py == (U7 57 a=pref= (527 oo

PlY <3]= P[Y = 0]+ P[Y = 1]+ P[Y = 2]+ P[Y = 3] = 0.0158
Codigo R:

pnbinom(3, size=3, prob=0.1)
## [1] 0.01585



Biologo E: Distribuicao Poisson UFPR
O biologo E fazia testes diarios e encontrava uma média de 2,8 animais
sensiveis a cada dia.

Qual a probabilidade de encontrar menos que dois sensiveis em um
determinado dia?

Y : nimero de sensiveis encontrados por dia.

Y ~P()
ycglp 12N}
e N o ERsY
AY =yl === T
Ck y:
7282‘0 7282‘1
#y < 28 PO 4y — =020 S 25 e

0! 11
Codigo R:
ppois(1, lambda=2.8)
## [1] 0.2310782



UFPR

.-

Modelos para os biologos
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Atencao: definicao da variavel UFPR

Geometrica:
Y: nimero de "falhas" até primeiro sucesso P|Y = y| = (1 —p)Yp, paray =0,1,...
ou
y: nimero de tentativas até primeiro sucesso P[Y = y]= (1 —p)y~'p, paray =1,2, ...

Binomial negativa:
Y: nimero de "falhas" até o k-ésimo sucesso ...
ou
Y: nimero de tentativas até o k-ésimo sucesso ...



Modelos

Modelos de probabilidade e modelos estatisticos.

» Escolha de modelo.
» Constantes e parametros.
» Familias e obtencao do(s) parametro(s).

» Modelagem estatistica, regressao e generalizacoes.
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Exercicio 10 UFPR

Considere o surgimento de um defeito na pista em um trecho de rodovia com
extensdo de 20 km.

1. Qual a probabilidade de que o defeito ocorra nos primeiros 5 km?
2. Qual a probabilidade de que o defeito ocorra entre os quildémetros 12 e 15?

3. Se o defeito ocorre na segunda metade do trecho, qual a probabilidade de
seja nos Ultimos 3 km?

4. 0 custo de manutencdo é de R$2.000,00 se ocorre nos primeiros 5 km, de
R$5.000,00 se ocorre entre 5 e 16 kms e de R$10.000,00 se ocorre nos
ultimos 4 km. Que custo espera-se ter em 20 manutencdes?



Exercicio 10 UFPR

Considere o surgimento de um defeito na pista em um trecho de rodovia com
extensdo de 20 km.

1. Qual a probabilidade de que o defeito ocorra nos primeiros 5 km?
Resposta: 1/4

2. Qual a probabilidade de que o defeito ocorra entre os quildmetros 12 e 15?
Resposta: 3/20

3. Se o defeito ocorre na segunda metade do trecho, qual a probabilidade de
seja nos ultimos 3 km?
Resposta: 3/10

4. 0 custo de manutencdo é de R$2.000,00 se ocorre nos primeiros 5 km, de
R$5.000,00 se ocorre entre 5 e 16 kms e de R$10.000,00 se ocorre nos

ultimos 4 km. Que custo espera-se ter em 20 manutencdes?
Resposta: 552000 + 355000 + 5510000 = 5250



Exercicio 10 UFPR
O que mudou?

Dominio de Y nos reais (ou subconjunto dos reais), no exemplo y € [0, 20]

» ava. e continua,
» nao faz mais sentido em avaliar o valor em um ponto P[Y = y]

» Define-se uma funcao de densidade de probabilidade (fdp) f(y)
> fly) =0 Vy

> [ fly)dy =1
» E as probabilidades de interesse sao areas sob a fungao
b
Ha< YR b= / f(y)dy
a
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Exercicio 10 (cont) UFPR
Considere o surgimento de um defeito na pista em um trecho de rodovia com
extensdo de 20 km.
Y : local onde ocorre o defeito
y € [0, 20]
Y ~ U0, 20]

fly) = o

0.04
|

f(y)

0.02
1

0.00
1

sy =
T T T T I

0 5 10 15 20
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Exercicio 10 (cont) UFPR

1. Qual a probabilidade de que o defeito ocorra nos primeiros 5 km?
Resposta: 1/4 = 0,25

0.04
|

f(y)

0.02
1

0.00
1

e 16



Exercicio 10 (cont) UFPR

2. Qual a probabilidade de que o defeito ocorra entre os quilémetros 12 e 15?
Resposta: 3/20 = 0,15

0.04
|

f(y)

0.02
1

}
I
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Exercicio 10 (cont)

UFPR

3 Se o defeito ocorre na segunda metade do trecho, qual a probabilidade de

seja nos ultimos 3 km?

Resposta: f
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Exercicio 10 (cont)

UFPR

4. 0 custo de manutencdo é de R$2.000,00 se ocorre nos primeiros 5 km, de
R$5.000,00 se ocorre entre 5 e 16 kms e de R$10.000,00 se ocorre nos
ultimos 4 km. Que custo espera-se ter em 20 manutencdes?
Resposta: 52000 + 355000 + 5510000 = 5250

0.04
1

f(y)

R$2.000,00

0.02
1

0.00
1

R$5.000,00

R$10.000,00
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Outras distribuicoes

Mas, ..."o mundo" nao é uniforme!
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Uma distribuicao especial, ou melhor, normal

04

f(y)
| |

1

1

0.00 0.01 0.02 003 O
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3

F(y)
00 02 04706 08 10

1

1

-~

T T T T T
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y

T T
180 190
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200

T
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O G0 Sl OV CHISE RO e

Y ~ N(u = 170, 0* = 10%)

PlY < 160

PlY > 180]

P[155 < Y < 175]

PY < a] = 0,99

Plu—b <Y < p+b]=0,80
PlY < 160|Y < 170]

P[Y > 180|Y > 165]

PlY < 185|Y > 155]

PlY > 175|Y < 190]

UFPR
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Probabilidade UFPR
Y ~ N(u =170, 0? = 10%) Y

P[Y < 160]

1. PlY < 160] 3

T T T T T T T T
130 140 150 160 170 180 190 200 210

F(y)

0.0 0.2 OI4 0.6 038

ORI\ T O T G

= 170, sd = 10)

T T T T T T T T
130 140 150 160 170 180 190 200 210



Probabilidade UFPR
Y ~ Ny = 170, 02 = 102) 3 oo

=5

PY > 180] S

T T T T T T T T
130 140 150 160 170 180 190 200 210

G\ SR T GO
<

F(y)
00 02 04 06 08

0.
Cédiqo R:

?norm1(18® 170, 10) T T T T T T T T T
## 1] 586553 130 140 150 160 170 180 190 200 210




Probabilidade UFPR

Y ~ N(u =170, 0® = 10%) 34
= P[155 < Y < 175]
3
1. =3
2. 28
3. P[155 <Y< '175] =
o
4. g
o
5. 130 140 150 160 170 180 190 200 210
y
6. 2 F(175) - F(155)
«©
7 S
8. =7
L‘L/ga
0.
Codigo R: iy
pnorm(175, mean = 170, sd = 10) - of SEET
norm(155, mean = 170, sd = 10) 130 0 150 160 170 180 190 200 210
it [ﬁ)] @.é246553 y



Quantis UFPR

2 2 S
YNN(/J:17OrU :10) S PIY < a]=0,99 /
38
1. °
2. 2
3. =y
4. PlY < a]=0,99 g
130 o 150 160 170 180 1902 200 210
Bx y
6. o
7. "
oI
8. It
o
9. o
Codigo R: 1
gnormﬂ@.%, mean = 17@, sd = 1@) o T T T T T T T a T T
# [1]1 193.2635 130 140 150 160 170 180 190 200 210



Quantis UFPR

Y ~ Ny = 170, 6° = 10%) lrrmE——
1.
2.
3.
4. ° 1é0 14‘10 1‘50 3 %o 1IJ710 1‘83 =0 19‘0 260 22;.0
5. Plu—b <Y <+ bl =080 ;
6. . Em.. TTETED
7. il
8 2
9. i |
Codigo R Z LT .
gg%%%%%%%%’ 10) - 170 i 130 140 150 “;%o 1%0 1§B;D 1% 200 210



Probabilidade condicional

UFPR
2 2 S
YNN(/J:17OrU :10) 2 P[Y < 160 | Y < 170]
3|
1 S
84
2, =
3. a7
4. é” T T T T [ T T ;\ 7777777 T
5 130 140 150 160 170 180 190 200 210
b y
= F(160)
6. P[Y < 160‘Y < 170] o B
o
/.
©o
S5y
8. 5°
il
9. o |
- . o
Codigo R: 1
norm(160, 170, 10)/pnorm(170, 170, 10 o™
1@# [15 0.3173105 )/p ( ) 130 140 150 160 170 180 190 200 210
y



Probabilidade condicional

UFPR
2 2 S
YNN(/J:17OrU =10 ) 2 P[Y > 185 | Y > 165]
38
1 S
84
2. o
3. 37
4. 1~ .
© T T I | T | | | |
E 130 140 150 160 170 180 190 200 210
. y
6 el 1-F(180)
; | |l YI TR 1=F(165) ... ..
o '
7. P[Y > 180|Y > 165] i ;
o :
8. 2. | |
e :
9. | 3
7 N (=} .
Codigo R: 1 :
1 - pnorm(180, 170, 10))/(1 - pnorm(165, 17, 44 ‘
1&# [1[)] ®‘2(294488 N/ 3 ( '1%/ 1:‘10 1%0 1éo 190 1§0 1§o 250 2‘10
y



Probabilidade condicional

Y ~ N(y = 170, 0? = 10%)

0.04
e

0.?3

P[Y < 185|Y > 155]

T T T T T T T
130 140 150 160 170 180 190 200 210
y

3

©_|

1
2
3
4.
5
6
Y/
8.

PlY < 185|Y > 155]

F(Y)

9. 1
Codigo R;

o e F(185) = F(B5) - ..
1-F(155) :

dlff%)normg 51815,185) 170, 10))/(1 - pnorm(%iSl
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Probabilidade condicional UFPR

. 2 _ 102 S
YNN(U_17O'U = 1Y ) 2 PIY >175|Y < 190]
1. =
2, =4
3. &
4. s =
© T T T T T T T T T
130 140 150 160 170 180 190 200 210
5. y
6 = F(190) - F(175) [
7. f
8. 2, |
o
9. PlY > 175]Y < 190] |
a9 S
Codigo R: 1
gfﬁﬁ’”%f%%lég’]%)’ Ut TR e hﬂb e 150 160 170 180 190 200 210
y



Escore Z e probabilidade

FPR
57 PLY < 160]
Y ~ Ny, o7) &
Y —pu 5 gy
e ~ Ny, = 0,02 = 1) 8-
[
» 7 desvios padrao acima (ou abaixo) 8|
da media. N 5 140 150 160 170 180 190 200 210
» Probabilidades equivalentes em Y ou < it
2 & Pz < -1]
» Usado para calculo de probabilidades y
utilizando "tabelas da distribuicao Ll
normal". o
» No exemplo: 2
160 °
BYZ feof= A< 20270 _E T o

CE301 - Estatistica Basica
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Escore Z e quantil

Y ~ N(uy, o7)

7= g=")
[
PIZ < 2] = 0,99
z=2320
a—170
— 232
10
a = 193.263

UFPR

P[Z < 2]=0,99

f(y)
0.02

P[Y < a]=0,99

CE301 - Estatistica Basica
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Uma outra distribuicao de variavel continua: gamma UFPR

& Y ~ Gy = 170, ¢ = 109)
iy Y ~ G(a = 2,89, 8 = 0,10)
= " 5 K . 3 i3

Y/
o] TUP[Y > 20]
& 2, PY < a] = 0,80
& 3. P[Y > 10|Y < 30]

T T T T T T T
10 20 30 40 50 60
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Distribuicao Gama

PLY > 20]

PIY < a]

0,80

F(y)
F(y)

CE301 - Estatistica Basica
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Distribuicao Gama UFPR
p = 17: média e ¢? = 100: variancia

Parametrizacao utilizada: "shape" (forma) e "rate" (taxa)

172

2
B e
(shape)—or—a2 o 2.89
g T
(rate)_B—Uz_mo—O.W

Codigos R:

pgamma (20, sh = (17/10)*2, rate = 17/10*2, lower = FALSE)

## [1] 0.3160481

ggamma(@.80, sh = (17/10)*2, rate = 17/10"2)

## [1] 24.35641

diff(pgamma(c(10, 30), sh = (17/10)*2, rate = 17/10%2))/pgamma(30, sh = (17/10)*2, rate=17/10"2)
## [1] 0.7024844



Comparando v.a’s discretas e continuas

Uniforme discreta:

Uniforme continua:

Yi ~ Ug{1,6}
y € {123,456}
1
PYy =yl= =
Y1 =y] =
ly]
) T
Yo ~ UJ1,6]
y €[1.6]
1 1
frly) = w5
=1
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UFPR

V.A's (uniforme) discreta e continua

37
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Probabilidades para v.a!s discretas e continuas
Uniforme discreta:
Yy ~ Ug{1,6}

ALY =4 =

e
4
PV < 4= Fy(®) = PVi = 1]+ Py = 2]+ PV = 3]+ PIYs = 4] = £ = 0,67

Uniforme continua:

Ys ~ U1,6]
Py, 4] = @) = 0
45
P35< Y, <45 = / f(y)dy = 0.2
B85

4
ﬂhgﬂ=ﬁﬂ@=ﬁf@@=06
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-

Iscreta e continua

iforme) d

unt

VAs (

UFPR
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-

Iscretas e continuas

VA!s d

UFPR

BRe(5) = P(Y

T
12

T
10

80 90 ¥0 20 00
Q]
S o
JERL Y. L
R =1
0- - - - TR R\ VIR,
D oo
..................... )
[ o
| e-eeeeeee-- <
i TR
] *---Ln

ST0 010 S00 000 0T

80

00
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Comentarios finais

v

Variaveis aleatorias sao um tipo de "dispositivo" que nos ajuda a atribuir
probabilidades a eventos de interesse.

v

possiveis valores da v.a..

\4

Existem distribuicoes discretas e continuas que acomodam diferentes
comportamentos da variavel de interesse.

v

Aqui tratamos de distribuicoes univariadas, os conceitos se estendem para
distribui¢oes multivariadas.
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UFPR

A distribuicao de probabilidade define como a probabilidade “se espalha” entre os

Al



