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Introducao (quadro): Exercicio 0 UFPR

Uma urna contém seis bolas brancas e nove bolas vermelhas. Serdo retiradas,
sequencialmente, trés bolas da urna. A cada bola observa-se a cor. Se a bola
for vermelha ela é retornada a urna e se for branca ela é posta de lado.

1. Forneca o espaco amostral do experimento.

2. Calcule probabilidade de cada elemento do espaco amostral.

3. Qual a probabilidade de ndo se obter todas as bolas da mesma cor?
4. Qual a probabilidade de se retirar ao menos duas bolas brancas?

5. Qual a probabilidade de retirar trés vermelhas sabendo-se que ao menos uma
das bolas é vermelha?

6. Se a primeira bola for branca, qual a probabilidade de obter trés bolas
brancas?



Atribuindo probabilidades UFPR

» Sair cara no lancamento de uma moeda.

» A soma de dois dados ser 6.

» Uma ninhada de cinco caes ter trés féemeas.

» Um jogador de basquete acertar todos 10 lance-livres arremessados em um jogo.
» Uma seguradora registrar mais de 10 sinistros em um dia.

» Uma regiao registrar chuva (precipitacao) em abril superior a 200 mm.

» Um paciente responder a certo tratamento.

» Uma pessoa avaliar positivamente um filme.



Atribuindo probabilidades UFPR

Modelos probabilisticos

» Padroes de comportamento.

» Situacoes estilizadas — modelos probabilisticos.
» Variaveis aleatorias.

» Distribuicoes de probabilidades.

Muitas vezes a sociedade "organiza" o mundo de forma a trazer previsibilidade a partir
fendomenos de ocorréncia imprevisivel.

Como ter previsibilidade a partir da imprevisibilidade?



Variaveis aleatorias

“Simplificacoes” (fungoes) de interesse do espaco amostral.
Sao "dispositivos" para atribuir probabilidades a certos padroes de comportamento.

Um exemplo simples: quantos machos ha em uma ninhada de trés caes?
(estamos interessados somente no niumero de machos e nao na ordem dos nascimentos)
Espaco amostral:

Q = {(F.F,F), (F MM), (M, E M), (MM, F), (MM, M)}

Variavel aleatoria: Y : nimero de machos
Dominio: y € {0,1,2,3}
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Variaveis aleatorias
» Definindo a variavel aleatoria:

Y : nimero de machos em ninhada com 3 caes.
» Verificando seus possiveis valores (dominio):

y€{0,1,23}.
» Atribuindo probabilidades a seus possiveis valores:
y O B 3
T CE
Probabilidades | § 2 7 3

A tabela pode ser substituida por uma equacao que produz seus valores:

PlY = y]= (j) (1/2)2(1 = 1/2)*Y = (Z) (p)RIl PV
Qual o valor médio da variavel aleatoria?
1 3 3 1
E[Y]zzng[ng[]=0-8+1 LiH - +3 =il
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Probabilidades em graficos

UFPR
funcao de probabilidade funcao (de probabilidade) acumulada
A e W D P ; i ; ] g
Y y
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Calculando Probabilidades

Revisitando a lista de problemas:

» Vamos formalizar as solucoes.

» Pode-se representar problemas reais parecidos ou analogos.
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http://www.leg.ufpr.br/~paulojus/prppg/mepc2020/preprob.pdf

Exercicio 1 UFPR

Considere o lancamento de um dado normal.

1. Quais os resultados possiveis?

2. Qual a probabilidade de sair a face 57?

3. Qual a probabilidade de cada possivel resultado?

4. Qual a probabilidade de sair uma face que seja um niumero divisivel por 3?



Exercicio 1
Suposicoes e modelo teorico

» Ocorre uma entre seis possiveis faces.
» O ={123,456}.

» igualmente provaveis.
Variavel aleatoria: Y : face do dado

Tabela 1. Distribuicao de probabilidades da face no lancamento de um dado

Face (y) 1 B L5 f6
Probabilidades P[ = g] 1
Prob. Acum. P[Y < y] = s 2 42 %
i o 1
Funcao de Probabilidades: P[Y = y,| = 6 Vi
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Generalizando UFPR

» Definimos uma variavel aleatoria (v.a.) que associa valores ao resultado do
experimento. Neste Ultimo caso a associacao e simples e direta, 1-1.

» Distribuicdo de probabilidades: como o total da probabilidade (1) se distribui entre
0s possiveis valores da v.a..

» A distribuicao da v.a. pode ser descrita por uma tabela, ou, caso possivel, por uma
formula (uma funcao de probabilidades) que atribui seus valores.

» Neste caso dizemos ter uma familia de distribuicao especial ou conhecida.

e .



Generalizando a solucao: Exercicio 1 UFPR

Y : face de um dado (v.a. discreta)
y € {123,456}

Y ~ Ug(n = 6)
1 1
P — ——
=y
N ! —
o g
o8 o BN o ENNNe ©_| *—o
- ) o :
— ' o
e =i | :
— el *—o
-E-o L < | :
o . o
il . i
o o ;
o :— ——O
o | | T T T T T S | T T I T T T
0f 1 [P§g3 4B5 6 =f (8 0L 2 RIS G
y y
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Generalizando a solucao: Exercicio 1

Y : face de um dado (v.a. discreta)

Tabela 2. Distribuicao de probabilidades da face no lancamento de um dado

Face (y) e U N\
Probabilidades PlY =yl [§ § & 1 1 |
Valor médio: E ]
Variabilidade (variancia):
1 1
= — 2 _ i (1 2 Iy il 210 i 2
VIVI =Y (yi— E[YD?RY = g = (1-35) E+(2-B5 i + (6|49
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Exercicio 2 UFPR

Considere o lancamento de um dado ndo usual, no qual a probabilidade de cada
face é proporcional ao seu valor.

1. Quais os resultados possiveis?
2. Qual a probabilidade de sair a face 57?
3. Qual a probabilidade de cada possivel resultado?

4. Qual a probabilidade de sair uma face que seja um numero divisivel por 3?



Exercicio 2

Suposicoes e modelo probabilistico (tedrico)
» Ocorre uma entre seis possiveis faces.
» Q={1,2345,6}

» As faces nao sao igualmente provaveis.
Variavel aleatoria: Y : face do dado

Tabela 3. Distribuicao de probabilidades da face no langamento de um dado

e (VEES ZWE 5205 6

i 2 E ] 5 6
Ph—ugin B a2 2 Az
A<y > W 7 A 7l A
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Generalizando a solugao do Exercicio 2 UFPR
Notacao:

Y : face do dado "especial" (v.a. discreta)
y €414,2.3,4,5.6}

PlY = y] = <2~ (funcao de probabilidades)

> Yi
° - -—
= . o |
& : E —
—O * :
Gl : =u | 5
Pl . frag (=
o © [ 2
= ° o :
o —o
- ’ u . N
8- 2 |_18—¢
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0} 1 (2§33 4B5 6 =f 0O 1NN 3 4 5 6T 7
y y

e 16



UFPR

Generalizando a solucao: Exercicio 2
Y : face do dado "especial"(v.a. discreta)

Tabela 4. Distribuicao de probabilidades da face no lancamento de um dado

z
T

NI N
o o
Nl
ol U
Ny o

Face (y)
Probabilidades P[Y = ¢] | 5

=

Valor médio:
1 2 6
E[Yj= ) yiPlY = yl=1 5+2 5+ .. .+6- = =433,

Variabilidade (variancia):
k — EHVIZRlY cit= (1352 4 Lo _g52l]
V1 = )7 g EIYIPEY == (357 Jf +(2-B5PEE + .

i
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CE301 - Estatistica Basica



Exercicio 4

Considere o lancamento de dois dados e o interesse estd na soma das faces.
1. Quais os resultados possiveis?

2. Qual a probabilidade da soma ser 5?

3. Qual a probabilidade de cada possivel resultado?

4. Qual a probabilidade que a soma das faces seja um numero divisivel por
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Exercicio 4
Suposicoes e modelo teorico

> Q= {(1,1),(1.2), ... (21428557 (6,5),(6:Cuer— 2
» Y:soma das faces no lancamento de dois dados

» ye{2,3,4,56,7,8,910,11,12}

©o—e ° ° ° ° o ©—7 8 9 10 11 12
n—e () ° ° ° e O—6 7 8 9 iy kil
<— e ° ° ° ° | -5 6 7 8 9 10
mn—e ° ) ° ° e m—4 5 6 7 8 L2
N—e L) ) ° ° o N3 4 5 6 i7 8
) ° ° ° ° o ——2 5 [ &

I I I I I I I I I I I |

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
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Exercicio 4 (cont) UFPR

Tabela 5. Distribuicao de probabilidades da soma das faces no lancamento de dois dados

y D3 o 5 _OANSION 11 ]2
N il 2 o 4 5 6 5 4 3 2 il
o) =i il 5 35 3aalhs o o )
A tabela pode ser expressa pela equagao: PlY = y] = 67';’6*7‘.
a + | o
S ol o © | o
o
o P *O
=35 § B & o
i o e 3
T [ = LL;L o
0 o=- =1l e :
S b i o~ T
o E- [ (W | e o *o
o N oEdion i -0
S i o R sH-8&°
o
2y ¢ M 1o 12 2= 4 g8 & 10 12
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Variaveis aleatorias discretas UFPR

» Y tem valores em um conjunto enumeravel.

» Possui um funcao de probabilidades P[Y = y] com valores expressos por uma tabela
ou formula.

» Tambem pode ser caracterizada por uma funcao acumulada:

Fly) = PIY < il

» Pode-se calcular medidas que expressam caracteristicas da distribuicao tais como:

» Média (valor esperado, esperanca): E[Y] =5,y - P[Y = yi],
» Variancia: VarlY] = Y_,(y: — E[Y)? - P[Y = yi],
» mediana, quantis, etc.



Iscretas
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Exercicio 6

UFPR

Em um teste multipla escolha de quatro questdes, deve-se marcar uma
alternativa em cada questado.

Cada questdo é composta de cinco alternativas das quais apenas uma é correta.
Qual a probabilidade de um individuo acertar por mero acaso alguma questdo?



Exercicio 6

A resposta & mais simples se calcularmos pelo complementar: P[] = 1— (0,8)* = 0.59, mas
Organizando o problema ...

» Q= {(CCCC),(CCCE),...,(EEEE)} n(Q) =16

» Y:nUmero de questoes certas

» ye{0,1,23,4}
> PlY =y|= (;‘)(1/5)9(4/5)4*9 = (;)p’(1 = p)"¥ (distribuicao Binomial!)
» Evento de interesse: A
PIYIERT] = I8 2]y =il="1— (o) (1/5)°(4/5)* = 0.59
Codigo R:

1 - dbinom(@, size=4, prob=1/5)
## [1] 0.5904
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Exercicio 6 UFPR
A resposta & mais simples se calcularmos pelo complementar: P[] = 1 —(0,8)! = 0.59, mas
Organizando o problema ...

» Q= {(CCCC),(CCCE),...,(EEEE)} n(Q) =16

» Y:nUmero de questoes certas

» y e {01,234}
> PlY =y]= (3)(1/5)‘1(4/5)4*‘/ = (;)p?(1 —p)" (distribuicdo Binomial!)
» Evento de interesse: )
PlY >1]=1-Ply =0]=1— (o) (1/5)°(4/5)* = 0.59
Valor médio:

EV]=) yPlY=y]=0PY =011 PY=1+2-PlY =2]+3-PY = 3]+4-PlY =4|=n.p=4-02=08

Variabilidade (variancia):
VIV = Y (g — EVIPPIY =yl = ... = - p - (1= p) = 0.640.

(



Exercicio 3 UFPR

Um dado foi fabricado com o centro em madeira leve e cada face com uma chapa
metalica porém de diferentes caracteristicas (espessura/densidade) em cada
face?

=9

Quais os resultados possiveis?
Como calcular a probabilidade de sair a face 5?

Como calcular a probabilidade de cada possivel resultado?

e

Como calcular a probabilidade de sair uma face que seja um numero divisivel
por 37?



Exercicio 4 UFPR
Suposicoes e procedimento empirico

» 0corre uma entre seis possiveis faces

» O ={123,45,,6}

» as faces podem nao ser igualmente provaveis

» experimento: langou-se o dado 1000 vezes obtendo-se
Variavel aleatoria: Y : face do dado

Tabela 6. Distribuicao de probabilidades da face no lancamento de um dado

Face (y) 2 3 Ml s
5 227 199 178 il

>
i 73 1B9
Probabilidades 56 005 ioo3 100, 1805 1000




Exercicio 4 (cont)

Distribuicao de probabilidades obtida empiricamente
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Exercicio 3 (cont) UFPR

Uma pergunta valida:
Os valores observados sao incompativeis com a hipotese de equiprobabilidade?

Face (y) 1 2 3 4 5 6
T3=—T50 - 22 059 /8 5 T3
Probs Observadas 000000 1000 000 000 1000
Probs "Esperadas” | o0 7005 1006 7000 7000 7000
g .
2 .
= ; J ! :
E : :
o

o ® Observadas
o ® Esperadas
(=)

T T T T
6 7

o
-
N
o
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Exercicio 3 (cont) UFPR
Uma pergunta valida

Os valores observados sao incompativeis com a hipotese de equiprobabilidade?

Quanto pode variar mesmo sendo equiprovaveis?

Face (y) 1 5 3 4 5 6
75750 e Ul e o
Probs Observadas 10001000 1000 1000 1000 1000
Probs "Esperadas |0 Tpop 000 00 000 1o0g
Probs et uora Sl AN — S B 0 o fo
- J
o | o i
; : ; . i ;

T
= - :

0.185 0.163 0.164 0.169 0.172 0.147

il ® Observadas ® Esperadas @ Simuladas
© T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 {7




Exercicio 3 (cont) UFPR
Uma pergunta valida:

Os valores observados sao incompativeis com a hipotese de equiprobabilidade?

Quanto pode variar mesmo sendo equiprovaveis?

Face (y) 1 2 3 4 5 6
EE=ES WL Nk
Probs Observadas 1000 1000 1000 000 1000 1000
Probs "Esperadas’ _ | 00 Too0 G000 100 1000 700
Probs em outraSill |GG —~ SN~ B o0 o0

.
c e s .
; .

I .

= .
o

0.146 0.179 0.160 0.164 0.170 0.181

il ® Observadas  Esperadas Simulagéo(1) ® Simulacéo(2)
© T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 {7




Exercicio 3 (cont) UFPR

Uma pergunta valida:
Os valores observados sao incompativeis com a hipotese de equiprobabilidade?
Quanto pode variar mesmo sendo equiprovaveis?

5 simulacées 9 simulacées
[Te} [Te]
N N -
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o
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S ® Observadas ® Esperadas Simulagdes S ® Observadas ® Esperadas Simulacées
F 1 T T T T T T T " T T T T T T T
0 L 2 3 4 5 6 7 0 1 2 8 4 5} 6 &
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Exercicio 3 (cont) UFPR

Uma pergunta valida:
Os valores observados sao incompativeis com a hipotese de equiprobabilidade?
Quanto pode variar mesmo sendo equiprovaveis?

- 99 simulagées 5 999 simulacées
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