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Introducao

» Vimos anteriormente conceitos a respeito de variaveis aleatorias e funcoes que
atribuem probabilidades aos possiveis valores das variaveis (fp e fdp).

» Na pratica temos a evidéncia empirica, isto &, o que o dado mostra.

» Com base na evidéncia empirica precisamos chegar a fungoes que atribuam
probabilidades aos possiveis resultados das variaveis aleatorias.

» O processo para obtencao destas funcoes pode ser complexo.
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Modelos de probabilidade

» Existe um conjunto de distribui¢oes de probabilidade que podem ser utilizadas para
descrever fendmenos: os modelos.

» De forma geral, os modelos sao comportamentos teoricos que vao servir como
instrumento para estudar fendmenos aleatorios com caracteristicas comuns.

» Aideia é que em vez de construir a funcao de probabiliade ou densidade de
probabilidade para o problema possamos usar uma expressao generica.

» Tentamos obter a melhor combinacao entre dado e modelo.
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Modelos de probabilidade

» Um modelo possui parametros: quantidades desconhecidas que assumem valores
dentro de um intervalo (espago paramétrico) que definem caracteristicas da
distribuicao.

» Estes parametros sao estimados por meio dos dados.

» Se 0 modelo se adequar bem aos dados, utilizamos o modelo para determinar
probabilidades, estimar parametros, testar hipoteses, avaliar efeito de outras
variaveis, fazer predicoes, etc.

» Em alguns casos sabemos a priori 0 modelo que descreve bem o fendmeno.

» Em outros casos precisamos encontrar este modelo.
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Modelos de probabilidade

» Existem diversos modelos disponiveis.

» Muitos destes modelos aplicaveis a problemas similares.

» E diferentes modelos podem apresentar vantagens e desvantagens.

» Veremos alguns dos principais modelos discretos e continuos com foco na defini¢ao

de cada um deles, suposicoes, fp ou fdp (expressdao e comportamento), média,
variancia e tambem exemplos.
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Modelos de probabilidade

Alguns dos modelos que serao discutidos:
» Principais modelos discretos:

» Uniforme discreta. » Principais modelos continuos:
» Bernoulli/Binomial. » Uniforme continua.

» Geomeétrica/Binomial Negativa. » Normal.

» Poisson. » Exponencial.

» Hipergeometrico.
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Modelo Uniforme Discreto
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Modelo Uniforme Discreto

Definicao

Uma variavel aleatoria Y segue o modelo
Uniforme Discreto se todos os m valores do
suporte ocorrem com mesma probabilidade. »

>

Notacao
> Y ~ UD(m)

Funcao de probabilidade

PlY =y = -

_ W i=r =
m
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m representa o numero de possiveis
desfechos da variavel aleatoria.

Se Y tem suporte definido no conjunto
de nimeros inteiros consecutivos a,
a+1,a+2,...,b—1,b,paraa < b.
Dessa forma, o nimero de valores é
m=b—a+1,cada um com
probabilidade p = 1/m

> E(Y)= 240

> (Y et




Modelo Uniforme Discreto
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Exemplo

Considere que o experimento aleatorio de > Te€mos que

interesse € o lancamento de um dado ho-
nesto e sera avaliada a face voltada para
cima.

Y : face do dado.

oUW N o<

Y ~ UD(m = 6)
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Modelo Bernoulli
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Modelo Bernoulli

Definicao
Uma variavel aleatoria Y segue o modelo

Bernoulli se assume apenas os valores 0
(“fracasso”) ou 1 (“sucesso”).

Notacao
» Y ~ Ber(p)
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Funcao de probabilidade

Sy~ (1 )Y,y {0

» p representa a probabilidade de
Sucassoll < p <.

» IE(Y]=p

RV (YE= g — p)



Modelo Bernoulli
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Exemplo

Considere o lancamento de uma moeda em que a probabilidade de cara € 0,7 e a
probabilidade de coroa € 0,3.

Y : observar cara.

0= Balip’= 0,7)

Y Rl =]
1- cara (sucesso)
A coroa (fracasso) W
i 1 B =07
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Modelo Binomial
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Modelo Binomial

Definicao

» Avariavel aleatoria Y representa o nimero de sucessos em n ensaios de Bernoulli, Y
pode assumir os valores 0,1, ..., n.

» Cada tentativa é o desfecho de uma variavel dicotomica.
» As tentativas devem ser independentes.
» A probabilidade de sucesso em cada tentativa € constante.

» Os parametros sao o nimero de tentativas (n) e a probabilidade de sucesso (p).
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Modelo Binomial

Notacao
> Y ~ B(n.p)
Funcao de probabilidade:

PLY = y) = (Z)pym e,

em que

» E(Y) = np.
> W (Y) = @o(1 — il
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Modelo Binomial
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Exemplo

Suponha o experimento de lancar a moeda viciada do exemplo anterior 10 vezes.

1. Qual a probabilidade de obter 10 caras em 10?
2. Qual a probabilidade de obter 3 caras em 10?
3. Qual a probabilidade de obter entre 6 e 8 caras em 107
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Exemplo

Y: NUmero de caras obtidos em 10 lancamentos.
Y ~ B(n =10,p = 0,7)

1. Qual a probabilidade de obter uma cara em 10?
> P(Y =10) = 0,0282

2. Qual a probabilidade de obter 3 caras em 10?
> P(Y =3)=0,0090

3. Qual a probabilidade de obter entre 6 e 8 caras em 107
»P(6< Y < 8) = 0,7004
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Modelo Geometrico
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Modelo Geometrico

Definicao

» Avariavel aleatoria Y representa o namero de fracassos até o primeiro sucesso, Y
pode assumir os valores 0,1,2, .. ..

» Cada tentativa é o desfecho de uma variavel dicotomica.
» As tentativas devem ser independentes.
» A probabilidade de sucesso em cada tentativa € constante.

» O parametro é a probabilidade de sucesso (p).
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Modelo Geometrico

Notacao
> Y ~ Gp)
Funcao de probabilidade:

By St = 1l S,)"

» E(Y) = =L (ndmero médio de fracassos).

P
- V()= 22

g
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Modelo Geometrico
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Exemplo

Suponha o experimento de lancar a moeda viciada do exemplo anterior repetidamente
até obter a primeira cara.

1. Qual a probabilidade de nao ter nenhum fracasso até a primeira cara?
2. Qual a probabilidade de ter dois fracassos até a primeira cara?
3. Qual a probabilidade de ter mais que dois fracassos até a primeira cara?
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Exemplo

Y: NUmero de fracassos até a primeira cara, y € {0,1,2,...}
G =i

1. Qual a probabilidade de nao ter nenhum fracasso até a primeira cara?
> P(Y = 0)=(1-=107)* X0 = 0}
2. Qual a probabilidade de ter dois fracassos até a primeira cara?
» P(Y=2)=(1-07)2 0,7 =0,063
3. Qual a probabilidade de ter mais que dois fracassos até a primeira cara?

» P> 2) = 172P(Y @) — B (P(Y B0+ P(=1H Py =2)) =
1+8,7/— 0,2 0,001 0,03
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Modelo Geomeétrico (definicao alternativa)

Definicao alternativa
» Avariavel aleatoria Y representa o namero de tentativas até o primeiro sucesso.

Neste caso, a funcao de probabilidade é dada por
PY =yl=(1-p¥'p,ye{12..}

> £(Y) = § (nimero médio de tentativas).
1

- V(Y)= 2.
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Modelo Binomial Negativo
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Modelo Binomial Negativo

Definicao

» Avariavel aleatoria Y representa o namero de fracassos até o k-ésimo sucesso, Y
pode assumir os valores 0,1,2, .. ..

» Cada tentativa é o desfecho de uma variavel dicotomica.
» As tentativas devem ser independentes.
» A probabilidade de sucesso em cada tentativa € constante.

» O parametro é a probabilidade de sucesso (p).
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Modelo Binomial Negativo

Notacao
> Y ~ BN(k,p)
Funcao de probabilidade:

+ k—1
P(Y=y)=(g . )pk(1—p)-‘/, < 01,2, ¢
> E(Y) = k“p’p) (ndmero médio de fracassos).
> V(Y) = k“p;P)_

» Modelo Geomeétrico € um caso particular quando k = 1.
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Modelo Binomial Negativo
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Exemplo

Suponha o experimento de lancar a moeda viciada do exemplo anterior repetidamente
até obter a terceira cara.

1. Qual a probabilidade de nao ter nenhum fracasso até a terceira cara?
2. Qual a probabilidade de ter 5 fracassos até a terceira cara?
3. Qual a probabilidade de ter mais que 2 fracassos ateé a terceira cara?
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Exemplo

Y: Nimero de fracassos até a terceira cara, y € {0,1,2,...}
Y="BN{k=73, p.~Ldll

1. Qual a probabilidade de nao ter nenhum fracasso ate a terceira cara?
» P(Y=0)= (") x072 x (1-0,7)° = 0,343

2. Qual a probabilidade de ter 5 fracassos até a terceira cara?
> PLd=5p= (P1=1) </ x (B 0,7)°E 0,0595

3. Qual a probabilidade de ter mais que 2 fracassos até a terceira cara?

» P> 2) = 172P(Y @) — &= (P(Y B0+ P(=1H PiY =2)} =
10,343 — 0,3087 — 0,1323 = 0,2169
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Modelo Binomial Negativo (definicao alternativa)

Definicao alternativa

» Avariavel aleatoria Y representa o niamero de tentativas até o k-ésimo sucesso.

Neste caso, a funcao de probabilidade e dada por

P 75 (il)“ o - AN

(nimero médio de tentativas).

(1—=p)
> i

==

k
P
» V(y)=

Prof. Me. Lineu Alberto Cavazani de Freitas RUSGIITGECLEY I EIIITGEG

35



Modelo hipergeometrico

Prof. Me. Lineu Alberto Cavazani de Freitas RUSGIITGESLEY I EIITGEG

36



Modelo hipergeométrico

Definicao

» Suponha o problema de amostrar sem
reposicao um numero de elementos de
um conjunto em que dois resultados
sao possiveis (sucesso ou fracasso).
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b ¢

v

Conjunto de m + n objetos.
m > 0 sao considerados como sucesso.

» n > 0sao considerados como fracasso.

v

v

Sorteia-se de r objetos r < m + n, a0
acaso e sem reposicao.

A variavel aleatoria Y € o nimero de
objetos do tipo sucesso selecionados.
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Modelo hipergeométrico
Notacao

> Y ~ HG(m, n,r).
Funcao de probabilidade:

m+n
r
em que y € {max(0,r —n),--- ,min(r, m)}.

» Sejap=m/(im+ n)
¥ E—EE (Y= rp.

(m+n)=1

> 0% = Var(y) = rp(1 — p) ({22 ).
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Modelo hipergeométrico: dominio

O dominio definido por max(0, r — n) < y < min(r, m), garante que a amostra seja
fisicamente possivel dentro das limitacoes da populacao.

1. O Limite Superior: min(r, m)
O ndmero de sucessos na sua amostra (y) nao pode ultrapassar dois valores
fundamentais:

» r (Tamanho da amostra): Ndo podemos ter mais sucessos do que o nimero total de
itens que retiramos. Se sorteamos 5 holas, & impossivel ter 6 sucessos.

» m (Sucessos disponiveis): Nao podemos retirar mais sucessos do que o total existente na
populacao. Se so existem 3 bolas brancas na urna, nunca teremos 4 sucessos na amostra.

» Conclusao: y deve ser menor ou igual ao menor desses dois valores.
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Modelo hipergeométrico: dominio

O dominio definido por max(0, r — n) < y < min(r, m), garante que a amostra seja
fisicamente possivel dentro das limitagcoes da populacao.
2. O Limite Inferior: max(0, r — n)
Este limite € menos intuitivo, mas segue a mesma logica de restricao fisica:
» 0: Obviamente, nao podemos ter um nimero negativo de sucessos.

» r — n (Obrigacao de sucesso): Este caso ocorre quando a amostra (r) € maior do que o
numero de fracassos (n) disponiveis.

» Exemplo: Uma urna com 10 bolas: 8 sao sucessos (m) e apenas 2 sdo fracassos (n). Retiramos
r =5 bolas. Mesmo que retiremos todos os fracassos possiveis (2), teremos pelo menos 3
sucessos para completar a amostra de 5.

> Nesse caso, r —n =5—2 = 3. Logo, o valor minimo de y € 3.
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Modelo hipergeométrico
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Exemplo

Suponha que em um parque estime-se que hajam 200 macacos de determinada espécie.
Destes macacos, 50 foram capturados, marcados e soltos no parque. Se forem amostrados
10 macacos, qual a probabilidade de encontrar pelo menos um macaco marcado?
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Exemplo

Y: nimero de macacos marcados em 10 reamostrados.
Y ~ HG(m =50,n =150, r = 10)

» Objetos do tipo sucesso (m): macacos marcados, m = 50.
» Objetos do tipo fracasso (n): macacos nao marcados, n = 150.
» Tamanho da amostra (r): 10.

P(Y > 1) =1=(Y <fi) =1—0,0521 = 0,9479
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Modelo Poisson
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Modelo Poisson

Definicao
» Distribuicao usada para modelar problemas de contagens.
» Algumas suposicoes devem ser atendidas:

1. Namero de eventos em um dominio (como tempo e espaco).

2. Taxa de ocorréncia constante (probabilidade de um evento é a mesma para qualquer
unidade de mesma dimensao).

3. Independéncia entre dominios disjuntos.
4. Taxa proporcional ao tamanho do dominio.

» Avariavel aleatoria Y representa o niUmero de ocorréncias em um intervalo.

» Y pode assumir os valores 0,1, . . ..
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Modelo Poisson

Notacao
> Y ~ P(A).
Funcao de probabilidade:
e~ \Y

PIY =y === y=012 ..

em que A > 0 representa a taxa méedia de ocorréncias em um intervalo.

b EFY I A
» g2 =Var(Y)= A
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Modelo Poisson
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Exemplo

Suponha que o numero de requisicoes feitas a determinado site do governo se comporta
segundo uma distribuicao de Poisson com taxa de 5 requisicoes por minuto.

1. Qual a probabilidade de nao haver requisicoes em um minuto?

2. Qual a probabilidade de haver 10 requisicoes em um minuto?

3. Qual a probabilidade de haver entre 3 e 6 requisicoes em um minuto?
4 Qual € o valor esperado de requisicoes por minuto?
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Exemplo

Y: NUmero de requisicoes por minuto.

1. Qual a probabilidade de nao haver requisicoes em um minuto?
» P(Y = 0) = 0,0067
2. Qual a probabilidade de haver 10 requisicoes em um minuto?
> P(Y =10) = 0,0181
3. Qual a probabilidade de haver entre 3 e 6 requisicoes em um minuto?
F HSI4Y < 6)=10,6375
4. Qual € o valor esperado de requisicoes por minuto?
» u=E(Y)=A=5
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Consideracgoes finais

A ERNT EVWALI (N =YL SRR EIEl Distribuicoes de probabilidade
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Consideracoes

» Existem muitos outros modelos na
literatura.
» Generalizagcoes de modelos classicos.
» Modelos para outros fins.

» Devemos estar atentos aos
pressupostos e parametrizacoes.

» Outros modelos discretos:
» Geomeétrica.
» Binomial Negativa.
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» Outros modelos continuos:
» Lognormal.
» Gama.
» Weibull.
» Beta.

» Modelos multivariados:
» Distribuicao multinomial.
» Normal multivariada.
> Distribuicao de Dirichlet.
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0 que foi visto:
» Modelos de probabilidade.

» Alguns modelos discretos.
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Proximos assuntos:
» Modelos de probabilidade.

» Alguns modelos continuos.
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